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Sur l’existence du sche´ma en groupes fondamental.
MARCO ANTEI, MICHEL EMSALEM, AND CARLO GASBARRI
Re´sume´. Soient S un sche´ma de Dedekind, X un S-sche´ma connexe localement de type fini et
x ∈ X(S) une section. L’objet du pre´sent papier est d’e´tablir l’existence du sche´ma en groupes
fondamental de X lorsque X est a` fibres re´duites ou quand X est normal. Sous des hypothe`ses
de normalite´, on de´montre aussi l’existence d’un sche´ma en groupes, qu’on appellera sche´ma en
groupes fondamental quasi-fini de X en x, qui classifie tous les torseurs quasi-finis au dessus de
X, pointe´s au dessus de x. On introduit les torseurs galoisiens, qui jouent dans ce contexte un
peu le roˆle des reveˆtements galoisiens connexes dans le the´orie du groupe fondamental e´tale.
Abstract. Let S be a Dedekind scheme, X a connected S-scheme locally of finite type and
x ∈ X(S) a section. The aim of the present paper is to establish the existence of the funda-
mental group scheme of X, when X has reduced fibers or when X is normal. We also prove
the existence of a group scheme, that we will call the quasi-finite fundamental group scheme
of X at x, which classifies all the quasi-finite torsors over X, pointed over x. We define Galois
torsors, which play in this context a role similar to the one of connected Galois covers in the
theory of e´tale fundamental group.
Mots cle´s : torseurs, sche´ma en groupes fondamental, sche´ma en groupes.
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1. Introduction
1.1. Objectifs et plan du travail. Soit (X,x0) un sche´ma connexe pointe´. Le groupe fonda-
mental πe´t1 (X,x0) de X classifie les reveˆtements e´tales finis de X, plus pre´cise´ment il classifie
les torseurs sur X sous des sche´mas en groupes finis e´tales : les reveˆtements galoisiens e´tales
sont en bijection avec les quotients finis de πe´t1 (X,x0). Comme de´ja` mentionne´ dans SGA1,
dans plusieurs situations naturelles, on voudrait avoir a` sa disposition un sche´ma en groupes
qui classifie les torseurs sur X sous des sche´mas en groupes finis et plats (et non seulement
e´tales) sur une base fixe´e S . On ne sait pas si un tel sche´ma en groupes existe toujours. Quand
on sait prouver son existence, on l’appellera le sche´ma en groupes fondamental de X sur S et
on le notera π1(X,x0).
Pour construire le sche´ma en groupes fondamental de X sur S, on est confronte´ au proble`me
suivant : on conside`re la cate´gorie P(X) des triplets (Y,G, y0) ou` G est un sche´ma en groupes
fini et plat sur S, Y est un G-torseur sur X et y0 est un S-point de Y au dessus de x0. Si cette
cate´gorie est cofiltre´e, alors le sche´ma en groupes fondamental de X sur S existe (et il est la
limite projective des sche´mas en groupes G qui interviennent dans la de´finition de la cate´gorie).
Le fait que cette cate´gorie soit cofiltre´e n’est pas toujours facile a` ve´rifier.
L’existence du sche´ma en groupes fondamental pour des sche´mas re´duits et connexes sur un
corps a e´te´ e´tablie dans l’article fondateur [11]. L’e´tape suivante est d’e´tudier le cas ou` la base
S est un sche´ma de Dedekind. Soit f : X → S un morphisme muni d’une section x0 ∈ X(S).
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Dans cet article on de´montre l’existence du sche´ma en groupes fondamental π1(X,x0) quand
au moins une des deux hypothe`ses suivantes est ve´rifie´e :
(A) X → S est se´pare´, fide`lement plat, localement de type fini et pour tout point s ∈ S, Xs
est re´duit ;
(B) X → S est se´pare´, fide`lement plat, localement de type fini et pour tout point x ∈ X \Xη ,
l’anneau local Ox est inte´gralement clos ;
En particulier le sche´ma en groupes fondamental de X sur S existe si X est connexe et
normal. Ceci est souvent suffisant pour les applications.
On ge´ne´ralise ensuite cette e´tude a` la question de l’existence du groupe fondamental sche´matique
qui classifie les torseurs sous des sche´mas en groupes quasi-finis sur S. On montre qu’il existe
pour des sche´mas qui ve´rifient la proprie´te´ suivante :
(C) X → S est localement de type fini, se´pare´, fide`lement plat, et pour tout point s ∈ S, Xs
est inte`gre et normal (en particulier X est inte`gre et normal, comme on rappellera en de´but de
la §4).
Le plan de ce travail est le suivant : apre`s des pre´liminaires techniques, on e´tudie dans la
section 3 a` quelle condition pour un G-torseur sur X l’existence d’une re´duction de sche´ma en
groupes structural a` un sous-sche´ma en groupes ferme´ de G passe d’un ouvert dense de X a` X
lui-meˆme. Ce sera la clef de la preuve dans la section 4 du fait que sous (A) ou (B), la cate´gorie
P(X) est cofiltre´e, et de la proprie´te´ similaire pour les torseurs sous des sche´mas en groupes
quasi-finis. Dans la section 5, on introduit les notions de torseurs galoisiens et quasi-galoisiens,
outils qui nous permettront, sous certaines hypothe`ses de comparer la restriction a` un ouvert U
dense dans X du sche´ma en groupes fondamental de X et du sche´ma en groupes fondamental
de U .
Dans l’article [6], le troisie`me auteur pre´tendait avoir prouve´ que la cate´gorie P(X) est
cofiltre´e quand X est un sche´ma irre´ductible, re´duit et fide`lement plat sur S. Malheureusement
dans cette preuve il y a une faute : le lemme 2.2 de op. cit. est faux, comme le montre le
contre-exemple de J. Tong pre´sente´ au paragraphe 6. La construction du sche´ma en groupes
fondamental sous ces hypothe`ses sur X s’ave`re eˆtre encore un proble`me ouvert.
Remerciements
Nous tenons a` remercier Jilong Tong, qui nous a autorise´ a` pre´senter ici son contre-exemple,
de´crit a` la section 6, He´le`ne Esnault pour son inte´reˆt pour notre travail au travers de nombreux
e´changes et Matthieu Romagny pour sa contribution a` la preuve du corollaire 2.2.
2. Pre´liminaires
2.1. Notations. Dans cet article S de´signera un sche´ma, qu’on supposera a` partir du para-
graphe 4 de Dedekind, i.e. un sche´ma localement noethe´rien, irre´ductible et normal de dimension
0 ou 1, dont on notera par η = Spec(K) le point ge´ne´rique. Partout dans le texte un morphisme
de sche´mas sera dit quasi-fini s’il est de type fini et si chaque fibre est un ensemble fini de
points. On se donne un S-sche´ma se´pare´, localement de type fini et fide`lement plat X → S. Par
l’expression torseur fini (resp. quasi-fini) sur X, on entendra un torseur sur X au sens fpqc
sous l’action d’un S-sche´ma en groupes fini et plat (resp. quasi-fini, affine et plat).
2.2. Torseurs et sections. On utilisera tout le long de ce travail l’e´nonce´ suivant qui assure la
repre´sentativite´ du quotient d’un sche´ma sous l’action d’un sche´ma en groupes, sous certaines
hypothe`ses, e´nonce´ pour lequel nous re´fe´rons a` [1], The´ore`me 7, Appendice 1. La compatibilite´
du quotient (par l’action d’un sche´ma en groupes de type fini) et du changement de base est
assure´e par [4, Expose´ IV, 3.4.3.1].
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The´ore`me 2.1. Soit T un sche´ma localement noethe´rien. Soient Z → T un T -sche´ma locale-
ment de type fini quasi-fini et H → T un sche´ma en groupes affine plat et quasi fini agissant
sur Z. Supposons que le morphisme naturel Z ×T H → Z ×T Z soit une immersion ferme´e.
Alors le faisceau (Z/H)fpqc est repre´sente´ par un sche´ma Z/H. De plus le morphisme cano-
nique Z → Z/H est fide`lement plat et le morphisme canonique Z ×T H → Z ×Z/H Z est un
isomorphisme, ce qui fait de Z → Z/H un H-torseur .
Corollaire 2.2. Soit S un sche´ma de Dedekind, G → S un S–sche´ma en groupes affine, plat
et quasi-fini (resp. fini) et H ⊂ G un sous-sche´ma en groupes ferme´ plat sur S.
Soit X → S un S-sche´ma se´pare´, localement de type fini et fide`lement plat et Y → X un
torseur sous G.
Alors Y → Y/H est plat et le morphisme Y/H → X issu de la factorisation Y → Y/H → X
est affine et quasi-fini (resp. fini). En particulier Y/H → S est se´pare´.
De´monstration. Ces proprie´te´s sont locales pour la topologie fppf. Pour ce qui concerne la
platitude de Y → Y/H, il suffit de montrer que G→ G/H est plat, ce qui est une conse´quance
de la proposition 2 de [12]. Pour la seconde partie de l’e´nonce´, il suffit donc de montrer que
G/H → S est affine et quasi-fini (resp. fini).
Si G est fini sur S, G/H → S est propre, et donc fini (donc la preuve est termine´e dans ce
cas).
Le morphisme G/H → S est quasi-fini : il suffit de montrer que ce morphisme est localement
de type fini. Cette proprie´te´ est locale sur la source ([14], Lemme 34.25.2, Tag 036O). Puisque
G→ S est quasi-fini et G→ G/H est fide`lement plat, le morphisme G/H → S est quasi-fini.
Le morphisme G/H → S est se´pare´ : en effet si l’on note ∆ : G/H → G/H ×S G/H la
diagonale, le diagramme suivant est carte´sien
G×S H
µ //

G×S G

G/H
∆
// G/H ×S G/H
ou` les fle`ches verticales sont fide`lement plates et µ(g, h) = (g, gh). Comme µ est une immersion
ferme´e, il en est de meˆme de ∆.
Le morphisme G/H → S est quasi-compact : G→ S l’est et G→ G/H est surjectif.
On peut donc appliquer le the´ore`me principal de Zariski ([14], Lemma 36.38.3, Tag 05K0),
qui nous assure l’existence d’un diagramme commutatif
G/H
!!❉
❉❉
❉❉
❉❉
❉
j // T
pi

S
ou` π est fini et j est une immersion ouverte. En se restreignant a` un ouvert affine de S, on
peut supposer T affine de dimension 1. D’apre`s le Lemma 32.37.2 de [14], Tag 09N9, G/H est
affine. 
De´finition 2.3. Supposons qu’on soit dans les hypothe`ses du corollaire 2.2. Soient T → X et
Y → X respectivement un H–torseur et un G–torseur. On dira que T → X est obtenu par
re´duction de sche´ma en groupes structural de G a` H a` partir du G-torseur Y → X, s’il existe
un diagramme commutatif H →֒ G-e´quivariant
T
  ❅
❅❅
❅❅
❅❅
ι // Y

X
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avec ι immersion ferme´e.
Dans cette situation, d’apre`s le the´ore`me 2.1, le quotient Y/H est repre´sente´ par un sche´ma
et le morphisme Y → X se factorise a` travers Y/H → X. En termes cohomologiques, le torseur
Y → X est obtenu par re´duction de sche´ma en groupes structural de G a` H si et seulement si
sa classe dans H1(X,G) est contenue dans l’image de l’application naturelle d’ensembles pointe´s
H1(X,H)→ H1(X,G).
Lemme 2.4 (cf. [3], III, paragraphe 4, 4, p 373). Soit Y → X un G-torseur sous un sche´ma
en groupes affine G et H ⊂ G un sous-sche´ma en groupes ferme´. Le diagramme
Y/H //

X

BH // BG
est 2-carte´sien, ou` BG et BH de´signent les champs classifiants des G-torseurs et H-torseurs
respectivement.
Dans la situation pre´ce´dente, si on laisse tomber l’hypothe`se de quasi-finitude, Y/H est un
espace alge´brique. C’est ainsi qu’il doit eˆtre compris dans le lemme 2.4.
Nous utiliserons le lemme pre´ce´dent sous la forme suivante :
Lemme 2.5. Dans les hypothe`ses du Corollaire 2.2, Il existe une correspondance biunivoque,
stable par changement de base, entre sections s de Y/H au dessus de X et re´ductions T → X
du sche´ma en groupes structural de G a` H pour le G-torseur Y → X. Correspondance donne´e
par le diagramme carte´sien
T //

Y

X s
// Y/H.
Voici un corollaire dont l’inte´reˆt s’e´clairera a` la section §4.
Corollaire 2.6. Supposons qu’on soit sous les hypotheses du corollaire 2.2. Soit X ′ → S un
morphisme fide`lement plat et localement de type fini. Soit g : X ′ → X un S-morphisme tel que
OX → g∗OX′ soit un isomorphisme. Soit Y
′ → X ′ le G-torseur obtenu comme tire´ par g du
torseur Y sur X.
Alors Y ′ → X ′ est obtenu par re´duction de sche´ma en groupes structural de G a` H si et
seulement si Y → X l’est.
De´monstration. Seulement une direction ne´cessite une preuve. On dispose du diagramme carte´sien
Y ′/H //
j˜′

Y/H
j˜

X ′ g
// X
D’apre`s le lemme 2.5, l’hypothe`se se traduit par l’existence d’une section X ′ → Y ′/H du
morphisme canonique j˜′ qui, compose´e avec le morphisme naturel Y ′/H → Y/H donne un
morphisme s′ : X ′ → Y/H qui s’inse`re dans le diagramme commutatif
Y ′/H //
j˜′

Y/H
j˜

X ′ g
//
s′
;;✈✈✈✈✈✈✈✈✈
X
.
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Le morphisme s′ induit un morphisme de OX -faisceaux j˜∗(OY/H)→ g∗(OX′) ≃ OX . Du fait
que j˜ est affine, on obtient une section s : X → Y/H ([14], Lemma 28.11.5, Tag. 01SA) telle
que s ◦ g = s′ et donc d’apre`s le Lemme 2.5 l’existence d’un H-torseur Z → X contenu dans le
G-torseur Y → X. 
Le Corollaire 2.6 a l’interpretation cohomologique suivante : sous les hypothe`ses du corollaire,
soient g∗ : H1(X,G)→ H1(X ′, G), α : H1(X,H)→ H1(X,G) et α′ : H1(X ′,H)→ H1(X ′, G) les
applications naturelles, alors im(α) = (g∗)−1(im(α′)).
2.3. Un lemme technique.
Lemme 2.7. Soit S un sche´ma de Dedekind. Soient X → S et X ′ → S respectivement un
S–sche´ma localement de type fini et fide`lement plat et un S-sche´ma localement de type fini.
Soit w : X ′ → X un S-morphisme. Alors w est un isomorphisme sous l’une des hypothe`ses
suivantes :
(1) X et X ′ sont inte`gres, w est fini et on suppose qu’il existe un ouvert dense U ⊂ X tel que
la restriction de w a` U ′ = w−1(U) soit un isomorphisme de U ′ sur U , et X est normal
en tous les points de X \ U ;
(2) X et X ′ sont inte`gres, w est fini, X est normal en tout point hors de la fibre ge´ne´rique,
et la restriction wη de w a` la fibre ge´ne´rique est un isomorphisme X
′
η ≃ Xη ;
(3) X ′ → S est plat, w est fini et surjectif, la restriction wη de w a` la fibre ge´ne´rique est un
isomorphisme X ′η ≃ Xη et pour tout point s ∈ S, la fibre Xs est re´duite.
(4) X et X ′ sont inte`gres, X ′ → S est fide`lement plat, w est quasi-fini et se´pare´, on suppose
qu’il existe un ouvert dense U ⊂ X tel que la restriction de w a` U ′ = w−1(U) soit un
isomorphisme de U ′ sur U et, pour tout point s ∈ S, la fibre Xs est normale et inte`gre,
Us 6= ∅ et ws est un morphisme fini ;
De´monstration. (1) Paraphrasant la preuve du lemme 8.12.10.1 de [8], posons A = w∗(OX′).
Avec cette notation X ′ ≃ SpecA. Pour tout x ∈ X, OX,x ⊂ Ax ⊂ R(X) ou` R(X) de´signe
le corps des fonctions de X. Il s’agit de montrer que pour tout x ∈ X, OX,x = Ax. Si
x /∈ U , OX,x est inte´gralement clos et Ax est entier sur OX,x, et donc OX,x = Ax. Si
x ∈ U , w e´tant un isomorphisme de w−1(U) sur U , OX,x = Ax encore.
(2) Avec les notations pre´ce´dentes, il s’agit encore de prouver queOX,x = Ax pour tout x ∈ X.
On se trouve donc dans la situation du point (1) ou` le sche´ma de Dedekind de base est
SpecOS,s, si l’on a de´signe´ par s l’image de x dans S, du fait que le point ge´ne´rique η est
ouvert dans SpecOS,s.
(3) Il suffit de montrer que pour tout point ferme´ s ∈ S, la restriction de w au dessus de
SpecOS,s est un isomorphisme. On est ramene´ au cas ou` S est le spectre d’un anneau de
valuation discre`te. De la surjectivite´ de w on de´duit que sur la fibre spe´ciale ws : X
′
s →
Xs est surjectif ; comme Xs est re´duit, on en de´duit que w
#
s : OXs →֒ (ws)∗(OX′s) est
injectif ([7], corollaire 1.2.7) ; on peut supposer X et X ′ affines : d’apre`s [15], Lemma
1.3, le morphisme w, qui est affine, sche´matiquement dominant sur la fibre spe´ciale et un
isomorphisme sur la fibre ge´ne´rique, est un isomorphisme.
(4) Le morphisme w : X ′ → X se factorise en w = w′′◦w′, ou` w′ : X ′ → X ′′ est une immersion
ouverte et w′′ : X ′′ → X est fini ([14], Lemma 36.38.3, Zariski’s main theorem, Tag 05K0).
Par ailleurs l’hypothe`se implique que X est normal ([9], Theorem 23.9 et son corollaire), et
le point (1) assure alors que w′′ est un isomorphisme. On conclut que w est une immersion
ouverte. Pour tout point s ∈ S, l’immersion ouverte des fibres en s, U ′s ⊂ X
′
s se factorise
en U ′s ⊂ Ts ⊂ X
′
s, ou` U
′
s ⊂ Ts est un ouvert dense de Ts et js : Ts → X
′
s est une immersion
ferme´e. Le morphisme ts = ws ◦js est fini, donc propre, et l’image ts(Ts), qui est ferme´e et
contient l’ouvert dense Us, est Xs tout entier. On en de´duit que ws est surjectif, ceci pour
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tout s ∈ S, d’ou` on conclut que w est surjectif. L’immersion ouverte w qui est surjective
est un isomorphisme.

Remarque 2.8. Il ressort de la preuve du point 4 que, si l’on supprime l’hypothe`se que pour
tout point s ∈ S, Us 6= ∅ et ws est fini, on conclut ne´anmoins que w est une immersion ouverte.
3. Re´duction de sche´ma en groupes structural
Dans tout le paragraphe on conside`re un sche´ma de Dedekind S, un S–sche´ma X → S se´pare´,
fide`lement plat et localement de type fini, un sche´ma en groupes affine plat G→ S.
On se donne un ouvert dense U ⊂ X dont on note S′ l’image dans S par le morphisme
fide`lement plat X → S (S′ est donc un ouvert contenant le point ge´ne´rique η de S) et un
sous-sche´ma en groupes ferme´ H ′ ⊂ GS′ plat sur S
′. Soit Y → X un G-torseur et YU → U sa
restriction a` U . La question ge´ne´rale est la suivante.
Supposons que YU → U admette une re´duction de sche´ma en groupes structural Z
′ → U de
GS′ a` H
′ ⊂ GS′ (correspondant a` une section s
′ : U → YU/H
′), le torseur Y → X admet-il
lui-meˆme une re´duction de sche´ma en groupes structural Z → X de G a` un sous-sche´ma en
groupes ferme´ H ⊂ G plat sur S dont la restriction a` U est pre´cise´ment Z ′ → U ?
Au vu du lemme 2.4, cela se traduit par l’existence d’une section s : X → Y/H rendant
commutatif le diagramme suivant :
YU/H
′ // Y/H
U
s′
OO
// X
s
OO
.
Remarquons que si X est inte`gre, U est un ouvert sche´matiquement dense dans X, et la section
s, si elle existe, est unique.
Observons encore que dans le diagramme pre´ce´dent, H est ne´ce´ssairement l’adhe´rence sche´matique
dans G de la restriction H ′η de H
′ a` la fibre ge´ne´rique.
3.1. Le cas ou` X → S est a` fibres re´duites. On suppose ici que pour tout point s ∈ S, la
fibre Xs est re´duite (en particulier X est re´duit, cf. [7], proposition 9.5.9).
Proposition 3.1. On suppose que pour tout point s ∈ S, Xs est re´duit et que G un S-sche´ma
en groupes fini et plat. Soit Y → X un G-torseur, H ′ un sous-sche´ma ferme´ en groupes de Gη.
On suppose que Yη → Xη admet une re´duction de sche´ma en groupes structural a` H
′. Alors le
G-torseur Y → X admet lui-meˆme une re´duction de sche´ma en groupes structural a` H ′, ou` H ′
de´signe la cloˆture sche´matique de H ′ dans G.
De´monstration. La section s : Xη → Yη/H
′ qui est une immersion ferme´e s’e´tend en une
immersion ferme´e s′ : X ′ → Y/H ′ ou` X ′ de´signe la cloˆture sche´matique de de Xη dans Y/H ′.
Le morphisme u, compose´ du morphisme fini Y/H ′ → X et de l’immersion ferme´e s′, est fini.
La restriction a` la fibre ge´ne´rique est un isomorphisme uη : X
′
η ≃ Xη. L’image u(X
′) est un
ferme´ contenant Xη qui est dense dans X, et donc u est surjectif. La platitude de Y/H ′ → X
se ve´rifie localement au sens fpqc, ce qui revient a` ve´rifier la platitude de G/H ′ → S ; c’est
une conse´quence de la fide`le platitude de G → S et de la platitude de G → G/H ′ assure´e
par [12] (proposition 2). Il s’ensuit que Y/H ′ → S est plat et on peut donc appliquer le point
3 du Lemme 2.7, pour conclure que u est un isomorphisme et donc l’existence d’une section
X → Y/H ′ . 
3.2. Le cas normal. Dans cette section, inspire´e par [11] Chapter II, on e´tablira des e´nonce´s
similaires a` la proposition 3.1 sous des hypothe`ses de normalite´.
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3.2.1. Le cas G→ S fini. Nous aurons besoin du lemme technique suivant.
Lemme 3.2. Conside´rons un carre´ carte´sien de sche´mas
V
v //
j

Z
j′

U u
// X
ou` les fle`ches horizontales sont des immersions ouvertes, u(U) e´tant dense dans X, et les fle`ches
verticales des morphismes finis. On suppose Z localement noethe´rien et X inte`gre et normal en
tout point de X \ u(U). Alors s’il existe une section s : U → V de j, il existe une section
s′ : X → Z de j′ e´tendant la section s et rendant le diagramme e´vident carte´sien.
De´monstration. Posons t = v ◦ s. C’est une immersion, qui est quasi-compacte d’apre`s [14],
Lemma 27.5.3, Tag 01OX. Il s’ensuit que t est la compose´e t = b ◦ a de l’immersion ouverte
a : U → t(U) et de l’immersion ferme´e b : t(U) →֒ Z ([14], Lemma 28.3.2, Tag 01QV), ou` t(U)
est re´duit et irre´ductible, car U est inte`gre, et donc inte`gre. On pose w = j′ ◦ b qui est fini et
rend commutatif le diagramme
U
a //
=

t(U)
w

U // X
.
L’existence de la section s′ est la conse´quence du point 1 du lemme 2.7. Le diagramme suivant
est commutatif
U
s //
u

V
j //
v

U
u

X
s′
// Y
j′
// X
.
Le grand rectangle et le carre´ de droite sont carte´siens. Il s’ensuit que le carre´ de gauche est
carte´sien. 
Proposition 3.3. Soit f : X → S un S-sche´ma fide`lement plat localement de type fini et
inte`gre. Soit U un ouvert dense de X, S′ = f(U) ⊂ S et supposons que X soit normal en tous
les points en dehors de U . Soit G un S-sche´ma en groupes fini et fide`lement plat et Y → X
un G-torseur. Si la restriction a` U de Y → X admet une re´duction de sche´ma en groupes
structural de GS′ a` H
′ ou` H ′ ⊂ GS′ est un sous-sche´ma en groupes ferme´ fide`lement plat sur
S′, le G-torseur Y → X admet lui-meˆme une re´duction de sche´ma en groupes structural de G
a` la cloˆture sche´matique H ′η de H
′
η dans G.
De´monstration. On remarque d’abord que par l’unicite´ de la cloˆture sche´matique, du fait que
H ′ → S′ est plat, la restriction a` S′ de H ′η est H
′. Il y a une action de (H ′η)X sur Y compatible
avec l’action de GX et qui tire´e sur U donne l’action de H
′ sur YU . La compatibilite´ du quotient
et du changement de base entraˆıne que le diagramme suivant est carte´sien
YU/H
′ v //
j

Y/H ′η
j′

U u
// X
.
On conclut en utilisant le lemme 3.2. 
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3.2.2. Le cas G→ S quasi-fini. On suppose ici que G→ S est quasi-fini.
Proposition 3.4. Soit f : X → S un S-sche´ma se´pare´, fide`lement plat et localement de type
fini. Soit U un ouvert dense de X, S′ = f(U) ⊂ S et supposons que pour tout point z ∈ S, la
fibre Xz soit inte`gre et normale (cf. remarque 4.1). Soit G un S-sche´ma en groupes quasi-fini et
plat. On se donne un G-torseur Y → X. Si la restriction a` U de Y → X admet une re´duction de
sche´ma en groupes structural a` H ′, ou` H ′ ⊂ GS′ est un sous-sche´ma ferme´ en groupes quasi-fini
et fide`lement plat sur S′, que l’on notera T → U , alors le G-torseur Y → X lui-meˆme admet
une re´duction de sche´ma en groupes structural a` H ′η ⊂ G si l’une des deux conditions suivantes
est ve´rifie´e :
(1) S = S′ ;
(2) pour tout point ferme´ s ∈ S, la restriction a` SpecOS,s de la compose´e Tη → Yη → Y n’est
pas une immersion ferme´e.
De´monstration. D’apre`s le the´ore`me 2.1 les quotients par des sche´mas en groupes quasi-finis et
plats existent ; on conside`re le diagramme suivant :
YU/H
′
j
′′
U

u // Y/H ′η
j
′′

X ′
w
##●
●●
●●
●●
●●
-

b
<<②②②②②②②②
U
s
SS
✘
✚
✢
✤
✦
✩
✫
a
;;✈✈✈✈✈✈✈✈✈✈
i
// X
(3.1)
ou` u, a, i sont immersions ouvertes, s, b sont des immersions ferme´es, j′′ est quasi-fini et affine
d’apre`s le corollaire 2.2, t := u ◦ s et X ′ := t(U) l’image sche´matique (muni de la structure
de sche´ma re´duit). Le sche´ma X ′ est re´duit et irre´ductible, donc inte`gre. Le morphisme w est
affine et donc se´pare´. Il ressort de la remarque 2.8 que w est une immersion ouverte.
Si S = S′, pour chaque point s ∈ S, (Y/H ′η)s ≃ Ys/(H
′
η)s est un quotient par un sche´ma en
groupes fini, et d’apre`s le Corollaire 2.2, j′′s et donc ws est fini. Les hypothe`ses du point 4 du
lemme 2.7 sont ve´rifie´es, w est un isomorphisme. Ceci prouve la proposition sous l’hypothe`se
(1).
Si S′ 6= S, d’apre`s la premie`re partie de l’e´nonce´, on est dans la situation suivante : on dispose
d’une section s : XS′ → YS′/H
′ du morphisme YS′/H
′ → XS′ , ou` H
′ ⊂ GS′ est un sous-sche´ma
ferme´ en groupes quasi-fini et plat sur S′. Par unicite´, il suffit d’e´tendre cette section au dessus
du spectre de l’anneau local de S en tout s ∈ S \S′. On est donc ramene´ au cas ou` S = Spec(R),
R e´tant un anneau de valuation discre`te, et S′ = {η}, U = Xη, T = Tη et H
′ = H ′η. On observe
d’abord que f ◦ w(X ′) = S. En effet le diagramme suivant est carte´sien :
T //

Yη

// Y

T/H ′′ = Xη
s // Yη/H
′ u // Y/H ′
et le morphisme T → Yη → Y est une immersion ferme´e si et seulement si le morphisme
Xη → Yη/H
′ → Y/H ′ l’est aussi. Par de´finition ce dernier se factorise en Xη → X
′ → Y/H ′.
Puisque on a suppose´ que T → Yη → Y n’est pas une immersion ferme´e, comme X
′ → Y/H ′η
est une immersion ferme´e par de´finition, alors a : Xη → X
′ n’est pas une immersion ferme´e, et
en particulier n’est pas un isomorphisme. Si l’image f ◦ w(X ′) e´tait S′, w prendrait ses valeurs
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dans Xη , et w ◦ a serait l’identite´ de Xη . Comme w et a sont des immersions ouvertes, cela
impliquerait que ce sont des isomorphismes, ce qui est impossible. Donc X ′ se surjecte sur S.
On est dans la situation suivante :
(Y/H ′)X′

// Y/H ′
j
′′

X ′
w
&&▲▲
▲▲▲
▲▲▲
▲▲▲
▲
b
99ssssssssss
X
(3.2)
d’ou` l’existence d’une section b′ de la premie`re fle`che verticale. Or, (Y/H ′)X′ ≃ YX′/H ′ ([4,
Expose´ IV, 3.4.3.1]) ou` YX′ → X
′ est un G-torseur. Le G-torseur YX′ → X
′ admet une re´duction
de sche´ma en groupes structural de G a` H ′, et d’apre`s le point (1) de la proposition, il en est
de meˆme pour le G-torseur Y → X lui-meˆme.
Il est clair par ailleurs que, comme la rectriction a` U de la section b′ est la section s de de´part,
la restriction a` U de la section X → Y/H ′ a` U est aussi s. Cela signifie que la restriction a` U
de la re´duction Z → X du sche´ma en groupes structural de G a` H ′ obtenue est isomorphe a` la
donne´e de de´part T → U .

Remarque 3.5. Voici un exemple, qui explique pourquoi, dans la proposition 3.4, on a intro-
duit l’hypothe`se que Tη →֒ Yη →֒ Y n’est pas une immersion ferme´e. En ge´ne´ral l’adhe´rence
sche´matique du torseur T n’est pas force´ment un torseur sous l’adhe´rence sche´matique de H ′ :
on prend X = S = Spec(R) le spectre d’un anneau de valuation discre`te de caracte´ristique
positive p, d’uniformisante π, G = SpecR[X]/(πp−1Xp −X), H ′ re´duit a` l’e´le´ment neutre de
Gη et T = {x = 1/π}. Le sous-sche´ma ferme´ T de Gη est ferme´ dans G (pas de spe´cialisation
en dehors de lui-meˆme). Et T n’est pas un torseur sous H ′ qui est re´duit a` l’e´le´ment neutre de
G.
Voici une version pointe´e de la proposition 3.4.
Proposition 3.6. Les hypothe`ses sont celles de la proposition 3.4. On suppose que X est pointe´
par x ∈ X(S) et Y par y ∈ Yx(S), et que yS′ ∈ T (S
′). Alors Y → X admet une re´duction de
sche´ma en groupes structural de G a` H ′η, note´e Z → X, pointe´e en y, et dont la restriction a`
U est isomorphe a` T → U .
De´monstration. Il suffit de montrer que dans ces conditions, si S′ 6= S, la seconde condition de
la proposition 3.4 est ve´rifie´e. Apre`s localisation en un point ferme´ s ∈ S, ys /∈ Tη et ys est dans
l’adhe´rence de Tη dans Y . Donc Tη →֒ Yη → Y n’est pas une immersion ferme´e. 
Corollaire 3.7. Les e´nonce´s pre´ce´dents (propositions 3.3 et 3.6) restent valables si l’on rem-
place l’ouvert U par la fibre ge´ne´rique Xη.
De´monstration. En effet, les re´ductions des sche´mas en groupes structuraux reviennent a` mon-
trer l’existence d’une section du morphisme naturel Y/H ′η → X, tout en sachant que cette
section existe sur la fibre ge´ne´rique. Le lemme 3.8 permet d’e´tendre cette section au dessus d’un
ouvert de S et de se ramener aux hypothe`ses des propositions 3.3 et 3.6. 
Lemme 3.8. Soit S un sche´ma inte`gre et π1 : Z1 → S et π2 : Z2 → S deux S-sche´mas
localement de pre´sentation finie et se`pare´s. On suppose que Z1 et Z2 sont quasi-compacts et que
π2 est ouvert. Soit a : Z1 → Z2 un S-morphisme affine.
Si la restriction aη de a a` la fibre ge´ne´rique admet une section sη, il existe un ouvert non
vide V de S et une unique section sV de aV : Z1 ×S V → Z2 ×S V dont la restriction a` la fibre
ge´ne´rique est sη.
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De´monstration. Le the´ore`me 8.8.2 de [8] s’applique a` notre situation et assure l’existence d’un
ouvert V ⊂ S et d’un morphisme sV : Z2,V → Z1,V prolongeant sη. Comme π2 est se´pare´, sV
est une section de aV . L’unicite´ provient de la se´paration de π1 et du fait que la fibre ge´ne´rique
est dense dans Z2. 
4. Le sche´ma en groupes fondamental
L’objectif est de de´montrer qu’une certaine cate´gorie de torseurs pointe´s sur un certain S-
sche´ma de base X → S sous certains S-sche´mas en groupes est cofiltre´e. On rappelle les condi-
tions portant sur un S-sche´ma X connexe qu’on sera amene´ a` conside´rer :
(A) X → S est localement de type fini, se´pare´, fide`lement plat, et pour tout point s ∈ S, Xs
est re´duit ;
(B) X → S est localement de type fini, se´pare´, fide`lement plat, inte`gre et normal ;
(C) X → S est localement de type fini, se´pare´, fide`lement plat, et pour tout point s ∈ S, Xs
est inte`gre et normal ;
Remarque 4.1. L’hypothe`se (C) implique l’hypothe`se (B) : du fait que la fibre ge´ne´rique Xη
est inte`gre on de´duit aise´ment l’inte´grite´ de X. Ensuite la normalite´ de S et de chaque fibre
entraˆıne la normalite´ de X (cf. [9], Theorem 23.9 et son corollaire).
Si X → S est un morphisme fide`lement plat et x ∈ X(S) est un point fixe´, alors on de´finit,
dans l’esprit de [6], la cate´gorie P(X) (resp. Qf(X)) des torseurs sous l’action d’un sche´ma en
groupes fini (resp. quasi-fini), pointe´s au dessus de x. Chaque objet est donc un triplet (Y,G, y)
ou` G est un S-sche´ma en groupes fini (resp. quasi-fini) et plat, Y est un G-torseur pointe´ en
y ∈ Yx(S). Un morphisme de triplets ϕ : (Y,G, y) → (Z,H, z) est la donne´e d’un morphisme
de sche´mas en groupes G → H et un morphisme de X- sche´mas pointe´s Y → Z tels que le
diagramme suivant soit commutatif
G× Y

// Y

H × Z // Z.
On montre le the´ore`me suivant :
The´ore`me 4.2. Soit X un sche´ma connexe, localement de type fini et fide`lement plat sur S.
Soit x ∈ X(S) un point.
(1) si l’une des conditions (A) ou (B) est ve´rifie´e, la cate´gorie P(X) est cofiltre´e ; de plus
dans P(X) les produits fibre´s finis existent ;
(2) si la condition (C) est ve´rifie´e, la cate´gorie Qf(X) est cofiltre´e ; de plus dans Qf(X) les
produits fibre´s finis existent ;
(3) sous l’hypothe`se (C), le foncteur naturel P(X) →֒ Qf(X) est pleinement fide`le et commute
aux produits fibre´s finis.
De´monstration. (1). On pre´sente ici la preuve sous l’hypothe`se (A) ; sous l’hypothe`se (B) la
preuve est similaire a` la lumie`re des re´sultats obtenus a` la section 3.2.1. Puisque P(X) a un objet
final (a` savoir (X, {1}S , x)) et les produits fibre´s surX existent dans P(X), il suffit de de´montrer
que pour trois objets quelconques (Yi, Gi, yi), i = 0, 1, 2 de P(X) et deux morphismes ϕi :
(Yi, Gi, yi)→ (Y0, G0, y0), i = 1, 2, il existe un quatrie`me objet (Y3, G3, y3) et deux morphismes
ψi : (Y3, G3, y3) → (Yi, Gi, yi), i = 1, 2 qui cloˆturent le carre´. Soient Xη et (Yi,η, Gi,η, yi,η), i =
0, 1, 2 les fibres ge´ne´riques de X et (Yi, Gi, yi) respectivement. D’apre`s [11] Y1,η ×Y0,η Y2,η est
un G1,η ×G0,η G2,η-torseur au dessus de Xη (pointe´ en y1,η ×y0,η y2,η). D’apre`s la proposition
3.1, on construit le G3-torseur Y3 →֒ Y1 ×X Y2 en prenant la cloˆture du G1,η ×G0,η G2,η-torseur
Y1,η ×Y0,η Y2,η dans le G1 ×S G2-torseur Y1 ×X Y2. Les restrictions ψi a` Y3 des projections
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Y1 ×X Y2 → Yi, i = 1, 2, ve´rifient ϕ1 ◦ ψ1 = ϕ2 ◦ ψ2 par fonctorialite´ de la cloˆture sche´matique.
Finalement le point y3 est, bien suˆr, l’adhe´rence de y1,η×y0,η y2,η dans Y3. Il est clair que l’objet
(Y3, G3, y3) est le produit fibre´ dans la cate´gorie P(X) de (Y1, G1, y1) et (Y2, G2, y2) au dessus de
(Y0, G0, y0). La preuve du point (2) cas quasi-fini est semblable, en utilisant la proposition 3.6.
Enfin la dernie`re assertion (3) provient du caracte`re fonctoriel de la cloˆture sche´matique. 
De la conclusion du the´ore`me 4.2 il re´sulte que les pro-objets des cate´gories P(X) et Qf(X)
sont repre´sentables par des sche´mas ([8], proposition 8.2.3). On notera Pro − P(X) et Pro −
Qf(X) ces cate´gories de pro-objets. On de´duit du the´ore`me 4.2 l’existence de pro-objets uni-
versels : un triplet (X̂, π1(X,x), x̂) (resp. (X̂
qf, π1(X,x)
qf, x̂qf)) objet de Pro − P(X) (resp.
objet de Pro − Qf(X)) plats sur S, avec la propriete´ universelle suivante : pour tout tri-
plet (P,G, x) objet de Pro − P(X) (resp. de Pro − Qf(X)), il existe un unique morphisme
(X̂, π1(X,x), x̂) → (P,G, x) dans Pro − P(X) (resp.(X̂
qf, π1(X,x)
qf, x̂qf) → (P,G, x) dans
Pro − Qf(X)). Les objets de P(X) (resp. Qf(X)) sont en correspondance bijective avec les
S-morphismes π1(X,x) → G (resp. π1(X,x)
qf → G) ou` G → S est un sche´ma en groupes fini
(resp. quasi-fini) et plat, le torseur correspondant a` un morphisme ϕ : π1(X,x) → G (resp.
ϕ : π1(X,x)
qf → G) e´tant le produit contracte´ X̂ ∧pi1(X,x) G (resp. X̂qf ∧pi1(X,x) G) a` travers ϕ.
De´finition 4.3. Soit X un sche´ma connexe localement de type fini et fide`lement plat sur S.
(1) On suppose qu’une des deux conditions (A) ou (B) est ve´rifie´e. Alors le triplet (X̂, π1(X,x), x̂)
est appele´ triplet universel de Pro−P(X), le S-sche´ma en groupes π1(X,x) est appele´ le
sche´ma en groupes fondamental de X au point x et X̂ → X est appele´ le π1(X,x)-torseur
universel.
(2) On suppose la condition (C) ve´rifie´e. Alors le triplet (X̂qf, π1(X,x)
qf, x̂qf) est appele´ triplet
universel de Pro − Qf(X), le S-sche´ma en groupes π1(X,x)
qf est appele´ le sche´ma en
groupes fondamental quasi-fini de X au point x et X̂qf → X est appele´ le π1(X,x)
qf-
torseur universel.
5. Torseurs galoisiens
Dans ce paragraphe X de´signe un sche´ma connexe localement de type fini et plat sur un
sche´ma de Dedekind S, pointe´ par une section x ∈ X(S), qu’on suppose ve´rifier l’une des
conditions (A), (B) ou (C).
De´finition 5.1. On dira qu’un objet des cate´gories Pro−P(X) et Pro−Q(X) est ge´ne´riquement
fini si sa fibre ge´ne´rique est finie. De meˆme un S-sche´ma en groupes affine sera dit ge´ne´riquement
fini si sa fibre ge´ne´rique est finie.
Un objet ge´ne´riquement fini (T,M, t) de Pro−P(X) est dit galoisien (resp. quasi-galoisien) si,
pour tout morphisme (g, ϕ) : (Z,Q, z)→ (T,M, t) d’objets ge´ne´riquement finis de Pro−P(X),
ϕ est fide`lement plat (resp. sche´matiquement dominant). Un objet ge´ne´riquement fini (T,M, t)
de Pro − Q(X) est dit qf-galoisien (resp. quasi-qf-galoisien) si, pour tout morphisme (g, ϕ) :
(Z,Q, z) → (T,M, t) d’objets ge´ne´riquement finis de Pro−Q(X), ϕ est fide`lement plat (resp.
sche´matiquement dominant).
Lemme 5.2. Tout morphisme ϕ : H → G entre S-sche´mas en groupes affines et plats sur un
sche´ma de Dedekind S admet une factorisation, unique a` isomorphisme pre`s,
H
ϕ //
γ

G
G′′
β
// G′
α
OO
ou` G′ et G′′ sont des sche´mas en groupes affines et plats sur S, α est une immersion ferme´e,
β un morphisme mode`le (i.e. un isomorphisme sur la fibre ge´ne´rique) et γ fide`lement plat. Si
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ϕ est sche´matiquement dominant, α est un isomorphisme. Si ϕ est fide`lement plat, α et β sont
des isomorphismes.
Si H est quasi-fini (resp. fini), il en est de meˆme de G′′. Si G est quasi-fini (resp. fini) il en
est de meˆme de G′ et G′′ est ge´ne´riquement fini.
De´monstration. On se rame`ne au cas du spectre S = Spec(R) d’un anneau de Dedekind. Le
morphisme ϕ correspond a` un morphisme d’alge`bres de Hopf ϕ˜ : RG → RH, dont l’image
est une alge`bre de Hopf qu’on e´crit sous la forme RG′ ⊂ RH. Le morphisme α : G′ → G
correspondant a` la surjection RG → RG′ est une immersion ferme´e. On conside`re ensuite le
sature´ de RG′ dans RH, qui est aussi une alge`bre de Hopf que l’on note RG′′. Toutes ces alge`bres
de Hopf sont sans R-torsion, donc plates sur R. D’apre`s le the´ore`me 4.1.1 de [5], le morphisme
γ : H → G′′ correspondant a` l’inclusion RG′′ ⊂ RH est fide`lement plat. Et par construction
β : G′′ → G′ est un morphisme mode`le (en particulier sche´matiquement dominant). L’unicite´
est claire, et le reste de la premie`re partie de l’e´nonce´ s’en de´duit.
Si H est quasi-fini, du fait que H → G′′ est surjectif, pour ve´rifier que G′′ est quasi-fini, il
suffit de voir que G′′ → S est localement de type fini. Cette proprie´te´ e´tant locale sur la source
([14], Lemma 34.25.2, Tag 036O), comme H → G′′ est fide`lement plat, et H → S est localement
de type fini, il en est de meˆme de G′′ → S. Si H → S est fini, donc propre, G′′ → S est propre,
donc fini. Le reste de l’e´nonce´ est clair. 
Lemme 5.3. Soient ϕ : G1 → G2 et ψ : G2 → G3 des morphismes de sche´mas en groupes
affines et plats sur un sche´ma de Dedekind S. Si ψ◦ϕ est fide`lement plat (resp. sche´matiquement
dominant), il en est de meˆme de ψ.
De´monstration. On conside`re les morphismes d’alge`bres de Hopf correspondants : ϕ˜ : RG2 →
RG1 et ψ˜ : RG3 → RG2. Par hypothe`se, v = ϕ˜ ◦ ψ˜ est injectif, ce qui se traduit par ker(ϕ˜) ∩
im(ψ˜) = 0. Le morphisme ψ˜ est injectif. D’apre`s le the´ore`me 4.1.1 de [5], il suffit de montrer
que l’image de RG3 par ψ˜ est sature´e dans RG2. Soit donc f ∈ RG2, a ∈ R \ 0, et g ∈ RG3
tels que af = ψ˜(g). On en de´duit aϕ˜(f) = v(g) et il existe donc g′ ∈ RG3 tel que ϕ˜(f) =
v(g′) = ϕ˜ ◦ ψ˜(g′). On en de´duit que ϕ˜(f − ψ˜(g′)) = 0 et donc f − ψ˜(g′) ∈ ker ϕ˜. Finalement
af−ψ˜(ag′) = ψ˜(g−ag′) ∈ ker ϕ˜∩ im ψ˜ et donc af−ψ˜(ag′) = 0 dans RG2 qui est sans R-torsion.
On en de´duit que f = ψ˜(g′) est dans l’image de ψ˜ ce qu’il fallait de´montrer. 
Corollaire 5.4. Le torseur universel X̂x (resp. X̂
qf
x ) est limite projective de torseurs pointe´s fi-
nis (resp. quasi-finis) quasi-galoisiens (resp. quasi-qf-galoisiens), et limite projective de torseurs
ge´ne´riquement finis galoisiens.
De´monstration. On applique le lemme 5.2 a` H = π1(X,x) (resp. H = π
qf
1 (X,x)), compte tenu
du lemme 5.3. 
Proposition 5.5. Soit X un sche´ma connexe fide`lement plat sur S pointe´ en x ∈ X(S). On
suppose qu’une des conditions (A) ou (B) est ve´rifie´e (resp. (C) est est ve´rifie´e). Soient U un
ouvert non vide de X, S′ := f(U) un ouvert de S ; on suppose que xS′ ∈ U et que si U 6= Xη, pour
tout point x ∈ X \ U , l’anneau local Ox est inte´gralement clos. Alors π1(U, xS′) ։ π1(X,x)S′
(resp. πqf1 (U, xS′)։ π
qf
1 (X,x)S′) est sche´matiquement dominant (c.-a`-d. le morphisme dual sur
les alge`bres est injectif). En particulier sous l’hypothe`se (A) ou (B), π1(Xη , xη) ։ π1(X,x)η
est fide`lement plat et, sous l’hypothe`se (C), π1(Xη, xη)։ π
qf
1 (X,x)η et π
qf
1 (X,x)η ։ π1(X,x)η
sont fide`lement plats.
De´monstration. Compte tenu du corollaire 5.4, on est amene´ a` montrer que si (Y, y) → (X,x)
est un G-torseur fini (resp. quasi-fini), quasi-galoisien, le morphisme naturel Ûx′
S
→ YU (resp.
Û qf
x′
S
→ YU ) est sche´matiquement dominant. Soit ϕ : π1(U, xS′) → GS′ (resp. ϕ : π
qf
1 (U, xS′) →
GS′) le morphisme correspondant au GS′-torseur YU → U . D’apre`s le lemme 5.2, il se factorise
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en ϕ = α◦λ, ou` α : G′ → GS′ est une immersion ferme´e et λ est sche´matiquement dominant. Le
torseur YU → U admet donc une re´duction de sche´ma en groupes structural en un G
′-torseur
pointe´ Z → U . Il re´sulte des propositions 3.3 et 3.6 que le G-torseur Y → X admet lui-meˆme
une re´duction de sche´ma en groupes structural en un G′η-torseur, ou` G
′
η de´signe l’adhe´rence
sche´matique de G′η dans G, dont la restriction a` U est isomorphe a` Z → U . Le fait que Y → U
est quasi-galoisien entraine queG′η ≃ G et que Z ≃ Y comme G-torseurs. Il en re´sulte que Z ≃ Y
comme GS′-torseurs et que α est un isomorphisme. Donc ϕ est sche´matiquement dominant, ce
qu’il fallait de´montrer. Le reste de l’e´nonce´ est clair. 
Proposition 5.6. Soient X et X ′ deux S-sche´mas connexes localement de type fini et fide`lement
plats sur S, ve´rifiant une des conditions (A) ou (B). Soit g : X ′ → X un S-morphisme de
sche´mas tel que OX → g∗(OX′) est un isomorphisme. On suppose l’existence d’une section x
′ ∈
X ′(S) et on note x := g(x′), alors π1(X
′, x′)։ π1(X,x) est sche´matiquement dominant. C’est
le cas en particulier si g : X ′ → X un S-morphisme propre, plat avec fibres ge´ome´triquement
connexes et re´duites.
De´monstration. La preuve est la meˆme que celle de la proposition 5.5 en utilisant le corollaire
2.6 a` la place des propositions 3.3 et 3.6. 
6. Appendice : Le contre-exemple de Jilong Tong
La construction du sche´ma en groupes fondamental d’un S-sche´ma dans [6] repose sur l’e´nonce´
suivant (lemme 2.2 de [6]) :
Soit S un sche´ma de Dedekind de point ge´ne´rique η = Spec(K) et G un sche´ma en groupes
fini et plat sur S. Soit H →֒ G un sous sche´ma en groupes. Soit X → S un S–sche´ma fide`lement
plat re´duit et irreductible. Soit P → X un G–torseur et Y ⊂ Pη un sous-sche´ma ferme´ qui est
un Hη-torseur. Alors la cloˆture sche´matique Y de Y dans P est un H-torseur.
L’exemple suivant montre que les hypothe`ses sur X dans l’e´nonce´ pre´ce´dent sont insuffi-
santes. Soient ζ une racine primitive p-ie`me de 1 (p est un nombre premier), X = SpecZ[pζ] =
SpecZ[V ]/(pp−1Φp(V/p)) ou` Φp(T ) =
T p−1
T−1 = T
p−1 + · · · + 1. Soit P → X le µp-torseur
trivial P := X × µp = SpecZ[V, T ]/(p
p−1Φp(V/p), T
p − 1). On conside`re la fle`che diagonale
XQ ≃ µp \ {1} → (X × µp)Q = ((µp \ {1}) × µp)Q. C’est un morphisme de torseurs pour le
morphisme de sche´mas en groupes 1 → µp. Si l’on note Y la cloˆture sche´matique de l’image,
Y = Spec(A), la Z-alge`bre plate A figurant dans le diagramme suivant :
Z[V, T ]/(pp−1Φp(V/p), T
p − 1) // A = Z[W ]/(Φp(W ))
Z[V ]/(pp−1Φp(V/p))
OO 44❤❤❤❤❤❤❤❤❤❤❤❤❤❤❤❤❤❤
T →W , V → pW.
La fibre en p de Y → X correspond au morphisme d’alge`bres
Fp[V ]/(V
p−1) // Fp[W ]/(Φp(W ))
V → pW = 0
qui se factorise a` travers
Fp[V ]/(V
p−1)→ Fp → Fp[W ]/(Φp(W ))
et n’est donc pas plat. Donc Y → X n’est pas un torseur.
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